Ly thuyét da dién

Hoang Nam Diing

Khoa Toan - Co - Tin hoc, Dai hoc Khoa hoc Ty nhién, Dai hoc Quéc gia Ha No&i



Da dién va tap 16i



Siéu phang, nira khong gian va da dién

Dinh nghia 1
Mét da dién 1a mét tdp hop cé dang

{x € R"| Ax > b},
trong dé A € R™" va b € R™.

Dinh nghia 2

Mét tip hop S C R" dugc goi 1a bi chdn néu tén tai hé“ng 6 K
sao cho |xi| < K vdi i =1,2,...,n vdi moi x € S.

Dinh nghia 3

ChoaeR" va beR.
a) Tap hop {x € R"|a” x = b} dugc goi Ia mét siéu phing.

b) Tap hop {x € R"|a"x > b} duoc goi Id mét nita khéng gian.




Da dién - vi du

v

Toan bo khong gian

v

Tap hop réng

v

Nia khéng gian

v

Siéu phing

v

Céc da gidc trong khéng gian hai chiéu

v

Hinh tron hay hinh cau khéng phai 13 mét da dién



Tap 16i va td hop 16i

Dinh nghia 4
Mét tap hop S C R" duoc goi 13 16i néu véi moi x,y € S va
Ae[0,1]tacd Ax+(1—AN)y€S.




Tap 16i va td hop 16i

Dinh nghia 4

Mét tap hop S C R" duoc goi 13 16i néu véi moi x,y € S va
Ae[0,1]tacd Ax+(1—AN)y€S.

Dinh nghia 5
Cho xt,...,x* € R" va cdc hé sb khéng dm A1, ..., théa man
SE N=1.

a) Vecto fozl \ix' dugc goi 1a mét t8 hop 16i ciia cdc vecto

XL, xk

b) Bao 6i ciia cic vecto x*,. .., x¥, ki hiéu conv(x!,...,x¥), Ia

tap hop cia tt c3 céc t6 hop 16i clia cdc vecto dé.




Dinh Iy 1
1.
2.
3.

Giao cda céc tap 16i 13 mét tap 16i

Méi da dién 13 mét tap 16i

T6 hop 16i cia hiu han phan tir thubc mét tap 16i ciing thuéc
vao tap hop dé

Bao 16i ctia hitu han vecto 13 mét tap hop 161.




Diém cuc, dinh va nghiém co sé
chip nhan dudc



Diém cuc

Dinh nghia 6
Cho P 13 mét da dién. Mét vecto x € P duoc goi 13 mét diém cuc

(extreme point) ciia P néu ta khéng thé tim duoc hai vecto
y,z € P\{x} va A € [0,1] sao cho x = Ay + (1 — \)z.




Diém cuc

Dinh nghia 6

Cho P la mét da dién. Mét vecto x € P dugc goi 1a mét diém cuc
(extreme point) ciia P néu ta khéng thé tim duoc hai vecto
y,z € P\{x} va A € [0,1] sao cho x = Ay + (1 — \)z.

» w khéng phai 13 mét diém cuc
Vi né 13 mot t8 hop 16i clia v
va u.

> x [a mbt diém cuc vi néu
x =My + (1 — \)z v6i mét sb
A€ [0,1] thi hodcla y & P,
hodc z ¢ P, hodc x = y, hodc
X = z.




Dinh

Dinh nghia 7
Cho P C R" la mét da dién. M6t vecto x € P duoc goi la dinh

(vertex) ctia P néu tén tai c € R" sao cho
c"™x<cly, Vy € P\{x}.




Dinh

Dinh nghia 7

Cho P C R" la mét da dién. M6t vecto x € P duoc goi la dinh
(vertex) ctia P néu tén tai c € R" sao cho

c™x < cy, Vy € P\{x}.

» x 13 mét dinh, dudng thing
phia dudi trong hinh v& tiép
xtic véi P tai duy nhit 1 diém
X.

» w khoéng phai Ia mét dinh vi
khéng tdn tai siéu phing chi
cit P tai duy nht 1 diém.




Nhan xét

» Hai dinh nghia vé dinh va diém cuc la hai dinh nghia hinh hoc

va khdng d& lam viéc véi trén phuong dién thuit toan.



Nhan xét

» Hai dinh nghia vé dinh va diém cuc la hai dinh nghia hinh hoc
va khdng d& lam viéc véi trén phuong dién thuit toan.

» Ta mong mudn c6 mét dbi tugng dua trén bigu dién cla da
dién qua c4c rang bubdc tuyén tinh va cé thé kiém tra thdng
qua cac phép toan (dai sb tuyén tinh).



Nghiém cd s& chip nhan dudc

Xét da dién P C R” dudc cho bdi hé diéu kién rang bubc
al x> b ie M
alx < b, i € My
al x=b;, i € M3

véi My, My va M3 13 céc tap chi s hitu han.



Nghiém cd s& chip nhan dudc

Xét da dién P C R” dudc cho bdi hé diéu kién rang bubc
al x> b ie M
alx < b, i € My
al x=b;, i € M3

véi My, My va M3 13 céc tap chi s hitu han.

Dinh nghia 8

Néu mét vecto x* théa man diéu kién a] x* = b; cho chi sé

i€ My UM, U Ms thi ta ndi la rang budc tuong iing active (hay
binding) tai x*.




Vi du

Xét da dién P cho bdi
P={xeR3|xi+x+x3=1x>0}

Cé 3 rang budc active tai mi diém A,
B, CvaD.

Trong khi d6 chi cé 2 diéu kién active
tail EIRdx1 +x +x3=1vax=0.




M6t két qua tir DSTT

Dinh ly 2

Xét x* € R" va goi | = {i|a] x* = b;} 13 tap hop chi sé ciia cic
rang bubc active tai x*. Khi dé cdc khing dinh sau 13 tuong duong

1. Tén tai n vecto déc Iap tuyén tinh trong tap hop {aj|i € I}.
2. span({a;|i € I}) = R", tic 13 mdi vecto thudc R" déu c6 thé
biéu dién dudi dang t6 hop tuyén tinh cia céc vecto a;, i € |.

3. Hé phuong trinh a,-Tx = b;, i € |, c6 mét nghiém duy nht.

v




M6t két qua tir DSTT

Dinh ly 2
Xét x* € R" va goi | = {i|a] x* = b;} 13 tap hop chi sé ciia cic
rang bubc active tai x*. Khi dé cdc khing dinh sau 13 tuong duong
1. Tén tai n vecto déc Iap tuyén tinh trong tap hop {aj|i € I}.
2. span({a;|i € I}) = R", tic 13 mdi vecto thudc R" déu c6 thé
biéu dién dudi dang t6 hop tuyén tinh cia céc vecto a;, i € |.

3. Hé phuong trinh a,-Tx = b;, i € |, c6 mét nghiém duy nht.

Luu y: Trong cic phan sau, khi ta néi mét sb rang budc nhit dinh
doc lap tuyén tinh (hay phu thudc tuyén tinh) cé nghia I3 cac
vectd tao bdi cic hé sb cha cac vé trai déc lap tuyén tinh (hay phu

thudc tuyén tinh).




Nghiém cd s& chip nhan dudc

Dinh nghia 9
Xét mét da dién P duoc dinh nghia béi mét hé cac diéu kién rang
budc ding thic va bat ding thic tuyén tinh va mét phan tir
x* e R".
a) Vecto x* dugc goi 1a mét nghiém co sé (basic solution) néu
o Moi diéu kién ding thiic dugc thda man (active)
o Trong sb cdc diéu kién active tai x*, cé n diéu kién déc lap
tuyén tinh.
b) Néu x* 13 mét nghiém co sé va théa man moi diéu kién rang
buéc thi né duoc goi Ia mét nghiém co sé chip nhén duoc
(basic feasible solution).




Vi du
Xét da dién P cho bdi
P={xe R3\x1+X2+X3 =1,x > 0}.
A, B va C I3 cac nghiém co s6 CND.

D khéng phai 1a nghiém co s6 (khéng
thda man didu kién ding thic) va
khong phai la nghiém CND.

E 1a nghiém CND nhung khéng phai la
nghiém co s6.




Vi du
Xét da dién P cho bdi
P={xe R3\x1—|—xz+X3 =1,x > 0}.
A, B va C I3 cac nghiém co s6 CND.

D khéng phai 1a nghiém co s6 (khéng
thda man didu kién ding thic) va
khong phai la nghiém CND.

E 1a nghiém CND nhung khéng phai la
nghiém co s6.

Luu y: Néu ta thay thé diu kién ding thic x; + xo 4+ x3 = 1 bdi
hai diu kién bt ding thilc x1 +x2 +x3 > 1 va x1 +x0 + x3 < 1
thi D lai tré thanh nghiém co sé.



Vi du
Xét da dién P cho bdi
P={xe R3\x1—|—xz+X3 =1,x > 0}.
A, B va C I3 cac nghiém co s6 CND.

D khéng phai la nghiém co s (khong
thda man didu kién ding thic) va
khong phai la nghiém CND.

E 1a nghiém CND nhung khéng phai la
nghiém co sé.

Luu y: Néu ta thay thé diu kién ding thic x; + xo 4+ x3 = 1 bdi
hai diéu kién bAt dﬁng thitc xy +x0+x3>1vaxg+x+x3<1
thi D lai tré thanh nghiém co sé.

Do dé mdt vectd 13 nghiém co s& hay khéng cé thé phu thudc vio
dang biéu dién cla da dién.




\'

du

A, B, C, D, E va F déu 13 cic nghiém co s6.

C, D, E va F 13 cdc nghiém co s CND.




Luu y

Néu sb luong m cac didu kién dung dé dinh nghia mét da dién
P C R" nhd hon n thi sb diéu kién active tai mdi diém déu nhé

hon n va do d6 sé khong c6 nghiém co sé hay co sé CND.

Vi du: Céc nlra khéng gian hay siéu phing.



Su tuong duong gitra 3 khai niém
Dinh Iy 3
Xét mét da dién P # () va x* € P. Céc diéu sau I3 tuong duong
1. x* Ia mét dinh
2. x* 13 mét diém cuc

3. x* 13 mét nghiém co sé CND.




Su tuong duong gitra 3 khai niém
Dinh Iy 3
Xét mét da dién P # () va x* € P. Céc diéu sau I3 tuong duong
1. x* Ia mét dinh
2. x* 13 mét diém cuc

3. x* 13 mét nghiém co sé CND.

Chdng minh: Xem CM cia Dinh Ii 2.3 trong tai liéu tham khdo.



Su tuong duong gitra 3 khai niém
Dinh Iy 3
Xét mét da dién P # () va x* € P. Céc diéu sau I3 tuong duong
1. x* Ia mét dinh
2. x* 13 mét diém cuc

3. x* 13 mét nghiém co sé CND.

Chdng minh: Xem CM cia Dinh Ii 2.3 trong tai liéu tham khdo.
Nhan xét:

» Khéng phai da dién ndo ciing ¢6 dinh. Vi du nhu siéu phing,
nta khdng gian hay toan bd khdng gian khéng cé dinh.




Su tuong duong gitra 3 khai niém
Dinh Iy 3

Xét mét da dién P # () va x* € P. Céc diéu sau I3 tuong duong
1. x* Ia mét dinh

2. x* 1a mét diém cuc

3. x* 13 mét nghiém co sé CND.

Chdng minh: Xem CM cia Dinh Ii 2.3 trong tai liéu tham khdo.
Nhan xét:

» Khong phai da dién nao ciing c6 dinh. Vi du nhu siéu phgng,
nta khdng gian hay toan bd khdng gian khéng cé dinh.

» Khai niém nghiém co s CND khoéng phu thudc vao dang biéu
di&n ctia da dién (do né tuong duong véi diém cuc) khac véi
khai niém nghiém co sé.



Su hitu han cia nghiém cd sd&

Bs dé 1
Cho trudc mét sb hitu han cic bat d‘a“’ng thirc tuyén tinh, ta sé chi
cé hitu han cdc nghiém co sé va nghiém co sé CND




Su hitu han cia nghiém cd sd&

Bs dé 1
Cho trudc mét sb hitu han cic bat d‘a”’ng thirc tuyén tinh, ta sé chi
cé hitu han cdc nghiém co sé va nghiém co sé CND

Chdng minh.
Xét hé m bAt ding thic tuyén tinh véi bién x € R”. M&i nghiém
cO s6 active tai (it nht) n diéu kién dltt. H& v6i n bién va n rang
budc dltt c6 duy nhit 1 nghiém. Do dé
Sé nghiém co sé < S8 cach chon hé n rang buéc ditt < C;
O

v




Su hitu han cia nghiém cd sd&

Bo dé 1
Cho trudc mét sb hitu han cic bat d‘a”’ng thirc tuyén tinh, ta sé chi
cé hitu han cdc nghiém co sé va nghiém co sé CND

Chdng minh.
Xét hé m bAt ding thic tuyén tinh véi bién x € R”. M&i nghiém
cO s6 active tai (it nht) n diéu kién dltt. H& v6i n bién va n rang
budc dltt c6 duy nhit 1 nghiém. Do dé
Sé nghiém co sé < S8 cach chon hé n rang buéc ditt < C;
O

v

Do dé sb dinh, sb diém cuc clia mdt da dién cho trudc 13 hitu han.



Nghiém co s& ké

Dinh nghia 10

Hai nghiém co sé khdc nhau ctia mét hé cac diéu kién tuyén tinh
trong R" duoc goi 14 ké nhau (adjacent) néu ta cé thé tim dugc
n— 1 diéu kién dltt ciing active tai ¢ hai nghiém nay.




S

Nghiém cag sd ké

Dinh nghia 10

Hai nghiém co sé khdc nhau ctia mét hé cic diéu kién tuyén tinh
trong R" duoc goi 14 ké nhau (adjacent) néu ta cé thé tim dugc
n— 1 diéu kién dltt ciing active tai ¢ hai nghiém nay.

D va E ké véi B. Trong khi d6 A va C k& véi D.



Da dién & dang chinh tic




Gia thiét

Xét da dién & dang chinh tic P = {x € R" | Ax = b, x > 0} Véi
Ac Rm™*n,



Gia thiét

Xét da dién & dang chinh tic P = {x € R" | Ax = b, x > 0} Véi
Ac Rm™*n,

Gia thiét m hang cta A déc 1ap tuyén tinh. Khi d6 m < n.



Gia thiét

Xét da dién & dang chinh tic P = {x € R" | Ax = b, x > 0} Véi
Ac Rm™*n,

Gia thiét m hang cta A déc 1ap tuyén tinh. Khi d6 m < n.
Sau nay ta s& thly, trong trudng hop P # (), cic hang phu thudc

tuyén tinh cta A 13 cac diu kién thira va c6 thé bd bét di. Do dé
ta c6 thé dua ra gia thiét ndy ma khéng 1am mit tinh t8ng quat.



Nghiém cg sé

Mat nghiém co s6 clia P phai thda min cac diéu kién ding thic
Ax = b, tic |3 ta d3 c6 m diéu kién active.



Nghiém cg sé
Mat nghiém co s6 clia P phai thda min cac diéu kién ding thic
Ax = b, tic |3 ta d3 c6 m diéu kién active.

7 PN [N . A 7 A PN EUN
Dé c6 n diéu kién active ta can cé thém n — m diéu kién x; > 0

active, tic la c6 n — m bién x; bang 0.



Nghiém cg sé
Mat nghiém co s6 clia P phai thda min cac diéu kién ding thic
Ax = b, tlic 13 ta d3 c6 m diéu kién active.
Dé ¢6 n diéu kién active ta cin cé thém n — m diéu kién x; > 0
active, tdc 13 ¢c6 n — m bién Xj b\éng 0.
D& c6 n didu kién active déc I3p tuyén tinh thi cich chon n— m
bién trén khdng phai 13 hoan toan tiy y theo két qua dudi day.



Nghiém cg sé
Mat nghiém co s6 clia P phai thda min cac diéu kién ding thic
Ax = b, tlic 13 ta d3 c6 m diéu kién active.
D& ¢6 n didu kién active ta cAn c6 thém n — m diéu kién x; >0
active, tdc 13 ¢c6 n — m bién Xj b\éng 0.
D& c6 n didu kién active déc I3p tuyén tinh thi cich chon n— m
bién trén khdng phai 13 hoan toan tiy y theo két qua dudi day.
Dinh ly 4
Xét cdc rang bubc Ax = b va x > 0. Gi3 thiét A € R™ " ¢6 céc
hang dltt. Mét vecto x € R" la mét nghiém co sé khi va chi khi
Ax = b va tén tai cic chi sb By, By, ..., By sao cho

» Cdc cot Ag,, Ag,, - .., Ap,, doc lap tuyén tinh
> X,'ZO Vé'imoiig{Bl,BQ,...,Bm}.

Ching minh: Xem CM cia Dinh Ii 2.4 trong tai liéu tham kh3o.



Cach xay dung cac nghiém cd sd&

1. Chon m c6t doc 1ap tuyén tinh Ag , Ag,,...,Ap
2. Cho x; =0 véi moi i & {B1,Ba,...,Bn}.

3. Gidi hé phuong trinh m diéu kién Ax = b v6i m bién

m

XBy s XBy» -+ + s XB,, -



Cach xay dung cac nghiém cd sd&

1. Chon m c6t doc 1ap tuyén tinh Ag , Ag,,...,Ap
2. Cho x; =0 véi moi i & {B1,Ba,...,Bn}.

3. Gidi hé phuong trinh m diéu kién Ax = b v6i m bién

m

XBy s XBy» -+ + s XB,, -

Mét nghiém co sé nhan dugc tir thi tuc trén néu khong am thi 13
mot nghiém co s CND. Do dé thi tuc trén ciing gitp ta tim dugc
tht c3 cac nghiém co sé CND.



Bién ca sé&

Vé6i x 1a mét nghiém co s thi cic bién XB,, XB,» - - - XB,, dUGC goi
3 cac bién co s6 (basic variables), cac bién con lai dugc goi I3 bién
ngoai cd sé (nonbasic variables).



Bién ca sé&

Vi x 13 mdt nghiém co s thi cic bién XB,, XB,» - - - XB,, dUGC goi
3 cac bién co s6 (basic variables), cac bién con lai dugc goi I3 bién
ngoai cd sé (nonbasic variables).

Céc cbt Ap,, Ag,, ..., Ag, dudc goi la cac cbt co sé (basic
columns) va do chdng dltt nén tao thanh mét hé co sé cua R™.



Bién ca sé&

Vi x 13 mdt nghiém co s thi cic bién XB,, XB,» - - - XB,, dUGC goi
3 cac bién co s6 (basic variables), cac bién con lai dugc goi I3 bién
ngoai cd sé (nonbasic variables).

Céc cbt Ap,, Ag,, ..., Ag, dudc goi la cac cbt co sé (basic
columns) va do chdng dltt nén tao thanh mét hé co sé cua R™.

Bé\éng cach xép m cbt ¢ sé canh nhau ta nhin dugc mdt ma tran
B cé kich thuéc m x m. Ma tran nay dugc goi la ma trdn co sé. B
la mdt ma trdn kha nghich.



Bién ca sé&

Vi x 13 mdt nghiém co s thi cic bién XB,, XB,» - - - XB,, dUGC goi
3 cac bién co s6 (basic variables), cac bién con lai dugc goi I3 bién
ngoai cd sé (nonbasic variables).

Céc cbt Ap,, Ag,, ..., Ag, dudc goi la cac cbt co sé (basic
columns) va do chdng dltt nén tao thanh mét hé co sé cua R™.

Bé\éng cach xép m cbt ¢ sé canh nhau ta nhin dugc mdt ma tran
B cé kich thuéc m x m. Ma tran nay dugc goi la ma trdn co sé. B
la mdt ma trdn kha nghich.

Ta dinh nghia vects xg = (xg,, XB,, - - -, XB,,) " -



Bién ca sé&

Vi x 13 mdt nghiém co s thi cic bién XB,, XB,» - - - XB,, dUGC goi
3 cac bién co s6 (basic variables), cac bién con lai dugc goi I3 bién
ngoai cd sé (nonbasic variables).

Céc cbt Ap,, Ag,, ..., Ag, dudc goi la cac cbt co sé (basic
columns) va do chdng dltt nén tao thanh mét hé co sé cua R™.

Bé\éng cach xép m cbt ¢ sé canh nhau ta nhin dugc mdt ma tran
B cé kich thuéc m x m. Ma tran nay dugc goi la ma trdn co sé. B
la mdt ma trdn kha nghich.

Ta dinh nghia vects xg = (xg,, XB,, - - -, XB,,) " -

Céc bién co s6 dugc xac dinh théng qua viéc gidi hé phuong trinh
Bxg = b, hé& nay c6 mdt nghiém duy nhit xg = B~1b.



Bién ca sé&

Vi x 13 mdt nghiém co s thi cic bién XB,, XB,» - - - XB,, dUGC goi
3 cac bién co s6 (basic variables), cac bién con lai dugc goi I3 bién
ngoai cd sé (nonbasic variables).

Céc cbt Ap,, Ag,, ..., Ag, dudc goi la cac cbt co sé (basic
columns) va do chdng dltt nén tao thanh mét hé co sé cua R™.

Bz\éng cach xép m cbt ¢ sé canh nhau ta nhin dugc mdt ma tran
B cé kich thuéc m x m. Ma tran nay dugc goi la ma trdn co sé. B
la mdt ma trdn kha nghich.

Ta dinh nghia vects xg = (xg,, XB,, - - -, XB,,) " -

Céc bién co s6 dugc xac dinh théng qua viéc gidi hé phuong trinh
Bxg = b, hé& nay c6 mdt nghiém duy nhit xg = B~1b.

Vecto xy dugc tao nén tir n — m bién ngoai co sé va ta cé xy = 0.



Vi du

Xét rang budc Ax = b Véi

8
12
R
6

-+

1121000
01 6 0100
1000010
01 00O0O0T1

|

A=



Vi du

Xét rang budc Ax = b Véi

1121000 8
A 01 6 0100 v b 12
1000010 4
01 000O0O01 6

Céc cot Ag, As, As, A7 dltt va tao thanh ma tran don vi. Néu ta
chon ching 1a cic cdt co sé thi ta sé nhan dugc nghiém co sé
x=(0,0,0,8,12,4, 6)T. Nghiém nay khong dm va do dé la mot
nghiém co s6 CND.



Vi du

Xét rang budc Ax = b véi

8
12
R
6

-+

1121000
01 6 0100
1 000010
01 00O0O0T1

|

A=



Vi du

Xét rang budc Ax = b véi

1121000 8
A 01 6 0100 v b 12
1 000010 4
01 00O0O0T1 6

Ta c6 1 co sé khac qua viéc chon cac cot dltt Az, As, Ag va A7.



Vi du

Xét rang budc Ax = b véi

1121000 8
A 01 6 0100 v b 12
1000010 4
01 00O0O0T1 6

Ta c6 1 co sé khac qua viéc chon cac cot dltt Az, As, Ag va A7.

Khi d6 cac bién ngoai co s6 bing 0, x; = xo = x4 = 0, va cac bién
co s6 la nghiém cha hé

2 0 0 0\ /xs 8
6 1 0 0|]|x]| [12
0010|]|x]| |4
000 1) \x 6



Vi du

Xét rang budc Ax = b véi

1121000 8
A 01 6 0100 v b 12
1000010 4
01 00O0O0T1 6

Ta c6 1 co sé khac qua viéc chon cac cot dltt Az, As, Ag va A7.

Khi d6 cac bién ngoai co s6 bing 0, x; = xo = x4 = 0, va cac bién
co s6 la nghiém cha hé

2 0 0 0\ /xs 8
6 1 0 0|]|x]| [12
00 10]|]|x]|

000 1) \x 6

Ta dugc x = (0,0,4,0,—12,4,6) ", khong phai 13 1 nghiém CND.



Mb6i quan hé giifa co s& va nghiém cd s&

» Cac nghiém co s6 khac nhau dng véi cdc co s6 khac nhau do
mdi co sé xac dinh duy nhit mét nghiém co sé



Mb6i quan hé giifa co s& va nghiém cd s&

» Cac nghiém co s6 khac nhau dng véi cdc co s6 khac nhau do
mdi co sé xac dinh duy nhit mét nghiém co sé
» Tuy nhién hai co s& khic nhau cé thé c6 cling mét nghiém co

sG.



Mb6i quan hé giifa co s& va nghiém cd s&

» Cac nghiém co s6 khac nhau dng véi cdc co s6 khac nhau do
mdi co sé xac dinh duy nhit mét nghiém co sé

» Tuy nhién hai co s& khic nhau cé thé c6 cling mét nghiém co
sG.
Vi du véi b = 0 thi moi co s& déu tng véi mdt nghiém co sd
duy nht 13 vecto 0. Céc vi du khéc c6 & phan tiép theo vé su
suy bién.
Hién tuong nay c6 anh hudng quan trong dén thuit toén giai
bai todn quy hoach tuyén tinh.



N\

Co s& ké va nghiém cd s& ké

Dinh nghia 11

Hai co sé khac nhau duoc goi I3 ké nhau (adjacent) néu chiing chi
khdc nhau mét cot co s6. Cac nghiém co sé nhan dugc tur hai co
s6 ké nhau duoc goi la nghiém co sé ké nhau.




Co s& ké va nghiém cd s& ké

Dinh nghia 11

Hai co sé khac nhau duoc goi I3 ké nhau (adjacent) néu chiing chi
khdc nhau mét cot co s6. Cac nghiém co sé nhan dugc tur hai co
s6 ké nhau duoc goi la nghiém co sé ké nhau.

Vi du: Xét rang bubc Ax = b vGi

1121000 8
A 01 6 0100 v b 12
1000010 4
01 00O0O01 6

2 co 56 {As, As, Ag, A7} va {As, As, A, A7} ké nhau. 2 nghiém co
s6 tuong tng (0,0,0,8,12,4,6)7 va (0,0,4,0,—12,4,6) I3 hai
nghiém co s6 ké nhau.



Co s& ké va nghiém cd s& ké

Dinh nghia 11

Hai co sé khac nhau duoc goi I3 ké nhau (adjacent) néu chiing chi
khdc nhau mét cot co s6. Cac nghiém co sé nhan dugc tur hai co
s6 ké nhau duoc goi la nghiém co sé ké nhau.

Vi du: Xét rang bubc Ax = b vGi

1121000 8
A 01 6 0100 v b 12
1000010 4
01 00O0O01 6

2 co 56 {As, As, Ag, A7} va {As, As, A, A7} ké nhau. 2 nghiém co
s6 tuong tng (0,0,0,8,12,4,6)7 va (0,0,4,0,—12,4,6) I3 hai
nghiém co s6 ké nhau.

Luu y: Nghiém co s6 clia 2 co s6 ké c6 thé gibng nhau (suy bién).



Vé gia thiét ma tran A c6 hang cuc dai theo s6 hang

Ta c6 thé giad thiét ma tran A cé hang cuc dai theo sb hang ma
khéng lam mAt tinh tcA;ng quat.

Dinh ly 5
Cho P = {x € R"| Ax = b, x > 0} /3 mét da dién khic réng vdi
A € R™*".Gig sir rank(A) = k < m vdi cdc hang Ai,., Aiy., . . ., Aj,.
déc Iap tuyén tinh. Da dién Q duoc cho bdi

Q ={xeR"|Aj.x = bj,Ai,.x = bj
Tacé Q@ =P.

iy v -




Vé gia thiét ma tran A c6 hang cuc dai theo s6 hang

Ta c6 thé giad thiét ma tran A cé hang cuc dai theo sb hang ma
khéng lam mAt tinh tcA;ng quat.

Dinh Iy 5
Cho P = {x € R"| Ax = b, x > 0} /3 mét da dién khic réng vdi

A € R™*"Gig s rank(A) = k < m vdi cac hang Ai,., Ai,., ..., Aj

déc Iap tuyén tinh. Da dién Q duoc cho bdi
Q={xeR"|A,.x = bj,Aip.x = bj,,...,Aj.x = bj,x >0}
Tacé Q@ =P.

I+

K&t luan: Néu mién CND khac r8ng, mét bai toin quy hoach
tuyén tinh & dang chinh tic cé thé dua v& bai toin & dang chinh
tic tuong duong trong dé cic diéu kién ding thic doc 1ap tuyén
tinh.




Vi du

Xét da dién khac rdng cho béi cac diéu kién

2x1 + x2 + x3 2
X1 + X =1
X1 + x3 = 1

0.

X 2z

Ma tran cé hang 2. Hang thit nhit 13 tc“;ng cla hai hang con lai.
Do d6 diéu kién thir nhit 13 thira va c6 thé bd di.



Su suy bién




Su’ suy bién

Nh3c lai: Tai mot nghiém co s6 x € R" ta cé n diéu kién déc lap

tuyén tinh active.

Dinh nghia 12
Mét nghiém co sé x € R" dugc goi 13 suy bién (degenerate) néu cé
hon n diéu kién rang budc active tai x.




Su suy bién — Vi du

Xét da dién

xx1 + x + 2x3 < 8
X2 + bx3 < 12
X1 < 4
X2 S 6
x1,X2,x3 > 0.

Vecto (2,6,0)7 13 mét nghiém co s6 khéng suy bién
(nondegenerate) vi c6 diing 3 diéu kién active va chiing dltt.

Trong khi dé vecto (4,0,2) 1a mét nghiém co sd suy bién, tai dé
c6 4 diéu kién active va 3 trong sb dé dltt.



Su suy bién — Vi du

» Ava C 13 cic nghiém co sé CND suy bién
» B va E |3 cic nghiém co s CND khéng suy bién
» D I3 nghiém co s6 suy bién (khéng CND).




Su’ suy bién véi da dién & dang chinh tic

Dinh nghia 13

Xét da dién & dang chinh tic P = {x € R" | Ax = b, x > 0} va
mét nghiém co sé x, A € R™*". Vlecto x dugc goi la mét nghiém
co s6 suy bién néu c6 hon n — m toa dé ciia x bing 0.

Luu y: Mét nghiém co sé lubn c6 it nhit n — m toa dé (ngoai co
s6) bang 0.



Su suy bién — Vi du

Xét da dién P = {x € R"| Ax = b, x > 0}! véi
1121000 8
A 016 0100 B b 12
1000010 4
01000071 6

D3y chinh 13 da dién & 3 slide trudc c6 thém bién bl dé dua vé dang chinh tic



Su suy bién — Vi du

Xét da dién P = {x € R"| Ax = b, x > 0}! véi

1121000 8
A 01 6 0100 B b 12
1000010 4
01 00°O0O0T1 6

Xét co sé {A1, Az, A3, A7}, ta nhan dugc mét nghiém co sé CND
suy bién (4,0,2,0,0,0,6)7.

D3y chinh 13 da dién & 3 slide trudc c6 thém bién bl dé dua vé dang chinh tic



Su suy bién — Vi du

Xét da dién P = {x € R"| Ax = b, x > 0}! véi

1121000 8
A 01 6 0100 B b 12
1000010 4
01 00°O0O0T1 6

Xét co sé {A1, Az, A3, A7}, ta nhan dugc mét nghiém co sé CND
suy bién (4,0,2,0,0,0,6)7.

Xét co s6 {A1, Az, A, A7}, ta cling nhan dudc nghiém co sé CND
suy bién (4,0,2,0,0,0,6)7 gibng nhu trén.

D3y chinh 13 da dién & 3 slide trudc c6 thém bién bl dé dua vé dang chinh tic



Su suy bién khéng chi hoan toan 13 tinh chit hinh hoc

Trong trudng hop téng quét, su suy bién cda mét nghiém co sd
CND khdng chi 1a mét tinh chét hinh hoc (khdéng phu thubc vao
cach biéu di&n) ma thuc t& né c6 thé phu thudc vao biéu didn cu

thé clia da dién.



Su suy bién khéng chi hoan toan 13 tinh chit hinh hoc

Xét da dién

P:{XER?’]xl—XQ:0,X1+XQ+ZX3:2,XZO}.
Tacén=3, m=2 n—m=1 Vects (1,1,0)7 khéng suy bién.
Vecto (0,0,1)7 suy bién.




Su suy bién khéng chi hoan toan 13 tinh chit hinh hoc

Xét da dién

P:{XER?’]xl—XQ:0,X1+XQ+ZX3:2,XZO}.
Tacén=3, m=2 n—m=1 Vects (1,1,0)7 khéng suy bién.
Vecto (0,0,1)7 suy bién.

Tuy nhién ciing chinh da dién ndy c6 thé biéu dién dusi dang?
P = {X ER?”Xl —xp =0,x1 +x0 +2x3 =2, x1,X3 > 0}.

Khi d6 (0,0,1)7 lai 13 mdt nghiém co s6 CND khéng suy bién do
chi ¢ 3 diéu kién active.

2B% di diéu kién x; > 0



Su suy bién khéng chi hoan toan 13 tinh chit hinh hoc

Mat vi du khéc, xét mét nghiém co s6 CND khéng suy bién x* cla
mot da dién P & dang chinh tic P = {x| Ax = b, x > 0}, trong dé
A€ R™" Cé ding n — m toa db clia x* bang 0 va Ax* = b.



Su suy bién khéng chi hoan toan 13 tinh chit hinh hoc

Mat vi du khéc, xét mét nghiém co s6 CND khéng suy bién x* cla
mot da dién P & dang chinh tic P = {x| Ax = b, x > 0}, trong dé
A€ R™" Cé ding n — m toa db clia x* bang 0 va Ax* = b.

N&u ta biéu dién P dudi dang P ={x|Ax > b,—Ax > —b,x > 0}
thi tai x* ta c6 n — m toa dd bing 0 va c6 thém 2m b4t ding thic
xay ra diu bing, tirc 13 ¢ n+ m diéu kién active. Do d6 & dang

biéu dién nay, x* lai suy bién.



Su suy bién — Luu y

> Mbt nghiém co s& CND c6 thé suy bién & dudi dang biéu dién
ndy nhung lai khéng suy bién & mét dang biéu didn khac cia
da dién.




Su suy bién — Luu y

> Mbt nghiém co s& CND c6 thé suy bién & dudi dang biéu dién
ndy nhung lai khéng suy bién & mét dang biéu didn khac cia
da dién.

» M6t nghiém co sé CND suy bién & mét dang biéu dién chinh
tic nay ciing suy bién & mdt dang bidu dién chinh tic khic
clia da dién (bai tap 2.19 ca tai liéu tham kh3o).3

3V/i du c6 thé cong cac diéu kién ding thiic véi nhau dé ra mot biéu din khic



Su ton tai cha diém cuc




Su ton tai cha diém cuc

» Khong phai da dién nao ciing cé diém cuc. Vi du nira khong
gian hay siéu phing.

» Chiing ta sé xay dung diéu kién cin va d dé da dién c6 it
nhit mot diém cuc.



Su ton tai cha diém cuc

» Khong phai da dién nao ciing cé diém cuc. Vi du nira khong
gian hay siéu phing.

» Chiing ta sé xay dung diéu kién cin va d dé da dién c6 it
nhit mot diém cuc.

Dinh nghia 14
Mét da dién P C R" duoc goi I3 chiia dudng thing néu tén tai
vecto x € P va d € R"\{0} sao cho x + Ad € P vdi moi A € R.




Su ton tai cha diém cuc
Dinh ly 6
Xét da dién khdc réng P = {x € R"| Ax > b}. Cic khing dinh sau
day la tuong duong
1. P c6 it nhit mét diém cuc.
2. P khéng chita duong thing.
3. Tén tai n hang cia A déc lap tuyé‘n tinh.

Chdng minh: Xem CM Dinh ly 2.6 trong tai liéu tham khao.



Su ton tai cha diém cuc
Dinh ly 6
Xét da dién khdc réng P = {x € R"| Ax > b}. Cic khing dinh sau
day la tuong duong
1. P c6 it nhit mét diém cuc.
2. P khéng chita duong thing.
3. Tén tai n hang cia A déc lap tuyé‘n tinh.

Chdng minh: Xem CM Dinh ly 2.6 trong tai liéu tham khao.

Hé qua 1
Moi da dién khdc réng bi chdn va moi da dién khéc réng & dang
chinh tic cé it nhit mét nghiém co sé CND.

Chidng minh: Hé qua tr Dinh ly 3 va Dinh ly 6.



Su ton tai cha diém cuc

» P chda dudng thing va khéng cé diém cuc
» Q khéng cha dudng thing va c6 diém cuc




Tinh tdi vu cha diém cuc




Tinh tbi uu cta diém cuc

Dinh ly 7

Xét bai todan QHTT cuc tiéu héa ham muc tiéu ¢ x trén mét da
dién P. Néu P c6 it nhat mét diém cuc va cé nghiém tbi uu, thi
tén tai mot nghiém tbi uu ciing 1a mét diém cuc cia P.




Tinh tbi uu cta diém cuc

Dinh ly 7

Xét bai todan QHTT cuc tiéu héa ham muc tiéu ¢ x trén mét da
dién P. Néu P c6 it nhat mét diém cuc va cé nghiém tbi uu, thi
tén tai mot nghiém tbi uu ciing 1a mét diém cuc cia P.

Chdng minh.
Xem CM cla Dinh ly 2.7 trong tai liéu tham khdo.

» Xét P = {x € R"| Ax > b}. Gid str v I3 gia tri ti uu.




Tinh tbi uu cta diém cuc

Dinh ly 7

Xét bai todan QHTT cuc tiéu héa ham muc tiéu ¢ x trén mét da
dién P. Néu P c6 it nhat mét diém cuc va cé nghiém tbi uu, thi
tén tai mot nghiém tbi uu ciing 1a mét diém cuc cia P.

Chdng minh.
Xem CM cla Dinh ly 2.7 trong tai liéu tham khdo.
» Xét P = {x € R"| Ax > b}. Gid str v I3 gia tri ti uu.
» Xét Q= {x € R"|Ax > b,c"x = v}. Q ciing |2 m&t da dién.




Tinh tbi uu cta diém cuc

Dinh ly 7

Xét bai todan QHTT cuc tiéu héa ham muc tiéu ¢ x trén mét da
dién P. Néu P c6 it nhat mét diém cuc va cé nghiém tbi uu, thi
tén tai mot nghiém tbi uu ciing 1a mét diém cuc cia P.

Chdng minh.
Xem CM cla Dinh ly 2.7 trong tai liéu tham khdo.
» Xét P = {x € R"| Ax > b}. Gid str v I3 gia tri ti uu.
» Xét Q= {x € R"|Ax > b,c"x = v}. Q ciing |2 m&t da dién.

» P c6 diém cuc tri nén P khéng chia dudng thing. Vi Q C P
nén @ khdng chiia dudng thing va do dé cé diém cuc tri.




Tinh tbi uu cta diém cuc

Dinh Iy 7
Xét bai todan QHTT cuc tiéu héa ham muc tiéu ¢ x trén mét da
dién P. Néu P c6 it nhat mét diém cuc va cé nghiém tbi uu, thi

tén tai mot nghiém tbi uu ciing la mét diém cuc cua P.

Chdng minh.
Xem CM cla Dinh ly 2.7 trong tai liéu tham khdo.
» Xét P = {x € R"| Ax > b}. Gid str v I3 gia tri ti uu.
» Xét Q= {x € R"|Ax > b,c"x = v}. Q ciing |2 m&t da dién.

P c6 diém cuc tri nén P khéng chita dudng thing. Vi Q C P
nén @ khdng chiia dudng thing va do dé cé diém cuc tri.

v

v

Chi cAn chiéing minh diém cuc tri cia Q ciing la diém cuc tri
cta P la dinh ly dugc chdéng minh.

O]

v




Tinh tbi uu cta diém cuc
Dinh 1y 8

Xét bai todn QHTT cuc tiéu héa ham muc tiéu ¢ x trén mét da
dién P. Néu P c6 it nhit mét diém cuc, thi hodc bai todn khéng bi
chan (tién dén —00) hodc tén tai mot nghiém tbi uu ciing 13 mot
diém cuc cia P.

Chidng minh: Xem CM cda Dinh Iy 2.8 trong tai liéu tham khdo.




Tinh tbi uu cta diém cuc
Dinh Iy 8

Xét bai todn QHTT cuc tiéu héa ham muc tiéu ¢ x trén mét da
dién P. Néu P c6 it nhit mét diém cuc, thi hodc bai todn khéng bi
chan (tién dén —00) hodc tén tai mot nghiém tbi uu ciing 13 mot
diém cuc ciia P.

Chidng minh: Xem CM cda Dinh Iy 2.8 trong tai liéu tham khdo.
Hé qua 2

Xét bai todn QHTT cuc tiéu héa ham muc tiéu cT x trén mét da
dién P khac r5ng. Ta c6 hodc bai todn khéng bi chan (. tién dén

—00) hodc tén tai moét nghiém tbi uu.




Tinh tbi uu cta diém cuc
Dinh Iy 8

Xét bai todn QHTT cuc tiéu héa ham muc tiéu ¢ x trén mét da
dién P. Néu P c6 it nhit mét diém cuc, thi hodc bai todn khéng bi
chan (tién dén —00) hodc tén tai mot nghiém tbi uu ciing 13 mot
diém cuc ciia P.

Chidng minh: Xem CM cda Dinh Iy 2.8 trong tai liéu tham khdo.
Hé qua 2

Xét bai todn QHTT cuc tiéu héa ham muc tiéu cT x trén mét da
dién P khac r5ng. Ta c6 hodc bai todn khéng bi chan (. tién dén
—00) hodc tén tai moét nghiém tbi uu.

Chitng minh: Dua da dién vé dang chinh tc va 4p dung Dinh ly 8.



Nhan xét

Hé qua 2 cho théy mot bai todn QHTT roi vao mét trong ba
truong hop

» Khong cé nghiém CND

» Khong bi chan

» C6 nghiém téi uu.



Nhan xét

Hé qua 2 cho théy mot bai todn QHTT roi vao mét trong ba
truong hop

» Khong cé nghiém CND

» Khong bi chan

» C6 nghiém téi uu.

Diéu nay khéng ding véi bai todn quy hoach phi tuyén téng quét.

Vi du bai todn quy hoach
1

min —
x>1 X

c6 nghiém CND va bi chin (bdi 0) nhung khéng c6 nghiém tbi uu.



Tai liéu tham khao

Chuong 2, D. Bertsimas, J. N. Tsitsiklis, and J. Tsitsiklis (1997),
Introduction to Linear Optimization, Athena Scientific.
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