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Bai toan quy hoach tuyén tinh



Quy hoach tuyén tinh (linear programming - LP) la gi?

Mat bai todn quy hoach tuyén tinh 13 mét bai toan tbi uu ¢ hitu
han bién, ham muc tiéu tuyén tinh va mién chip nhan dugc duoc
dinh nghfa bdi hitu han cic ding thic hay b4t ding thic tuyén
tinh.



Quy hoach tuyén tinh (linear programming - LP) la gi?

» Ham so tuyén tinh clia cic bién x1,x, ..., X,
f(x) = cix1 + coxa + -+ + CpXpn

véi hdngsb ¢ eR, i=1,...,n.
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Quy hoach tuyén tinh (linear programming - LP) la gi?

» Ham so tuyén tinh clia cic bién x1,x, ..., X,

f(x) = cixa + coxo + -+ + X
véi hdngsb ¢ eR, i=1,...,n.
» Mbt diéu kién ding thic tuyén tinh cé dang
aix1 + axxo + -+ apxp =«
véi a, a1, an,...,a, € R.
» Mot diéu kién bit ding thic tuyén tinh cé dang
aixy + axxa + -+ apxp <
hodc
aix1+axxg + -+ apxp > «

véi o, a1,a2,...,an € R.



Bai toan quy hoach tuyén tinh

maximize c1x1 + GXxo + -+ CpXp

subject to ajix1 + ajppxo + - - - + ainxp < «j,

biix1 + bjaxo + - - - + binxn = Bi,

i=1,...
i=1,...



B4t dang thirc vectd: So sanh theo phan ti

Cho x,y € R"
X1 n
X2 ¥2
X = ) y e
Xn Yn

Ta viét x < y khi va chi khi

xi <y, 1=12...,n



Biéu dién dang ma tran

Cix1 4 Coxp 4+ + Cnxn = € x



Biéu dién dang ma tran

apxi+apxo+ -+ aipxp <o, i=1,...,s
—
Ax < a
ail a2 - ain a1
a1 axp -+ axn o
A= , a=

dsl ds2 -+ dsp Qs



Biéu dién dang ma tran

bi1X1+bi2X2+"'+bian:Bia i:17"'7r

—

Bx=0b
bi1 b2 bin b1
5 b1 b.22 bon . B2

brl br2 cc dm Br



Bai toan quy hoach tuyén tinh: biéu dién dang ma tran

maximize c¢!x

subject to Ax < a

Bx=05b
a a1 B1
Cc = 5 a = 3 b= )
Cn Qs 5r
ailr o an b1 -+ bin
A= . B=

dsl - dsn brl o brn



Ung dung clia quy hoach tuyén tinh

A very short list:

> resource allocation >
» production scheduling >
» warehousing >
> layout design >
> transportation scheduling >
» facility location >
> supply chain management >
» Model selection >

Compressed sensing

flight crew scheduling
portfolio optimization

cash flow matching
currency exchange arbitrage
crop scheduling

diet balancing

parameter estimation

» Machine Learning > ..



M6 hinh héa duéi dang LP



Vi du: xuéng san xuit cbc nhua

Mét cong ty gia dinh san xult cbe nhua mubn téi uu héa mat
hang san xuht dé c6 loi nhuan tbi da. Ho san xult cbc bia va ly
rugu sdm banh. Lgi nhudn clia mét hop cbc bia 13 $25 trong khi Igi
nhuin cta mét hép ly rugu sdm banh la $20.

D& san xuit mdi hop cbe bia can 20 pounds hat nhua, trong khi
mét hdp ly ruou sdm banh cin 12 pounds hat nhua. Ngudn cung
hat nhua hang ngay tbi da 13 1800 pounds.

Mdy c6 thé san xult 15 hdp san pham mdi gid va téng thdi gian

lam viéc mdi ngay 13 8 tiéng.

Hay md hinh héa vin dé dudi dang mét bai todn quy hoach tuyén
tinh.



Mb hinh héa

4 budc chinh

@ Xac dinh cac bién quyét dinh (decision variables).

@® Xac dinh muc tiéu va st dung cic bién dé biéu didn ham muc
tiéu (objective function) duéi dang ham tuyén tinh cta cac
bién.

© Xéc dinh cac diéu kién rang budc hién (explicit constraints)
va biéu didn dudi dang ding thitc/bt ding thiic tuyén tinh
clia cc bién.

© Xic dinh cac diéu kién rang budc 4n (implicit constraints) va
biéu din duéi dang ding thiic/bAt ding thirc tuyén tinh clia
céc bién.



Bién quyét dinh

Mét cong ty gia dinh san xudt cbc nhua mudn tbi uu héa mat
hang san xubt d€ cé loi nhudn tbi da. Ho s3n xudt cbc bia va ly
ruou sdm banh. Loi nhudn ctia mét hdp cbe bia 13 $25 trong khi loi
nhudn ctia mét hép ly ruou s&m banh la $20. D& s3n xuit mdi hép
cbc bia can 20 pounds hat nhua, trong khi mét hop ly rugu sdm
banh can 12 pounds hat nhua. Ngudn cung hat nhua hang ngay tbi
da 13 1800 pounds. M3y c6 thé s3n xudt 15 hdp s3n pham mdi gio
va té?ng thoi gian 1am viéc m&i ngay 13 8 tiéng.



Bién quyét dinh

Mét cong ty gia dinh san xudt cbc nhua mudn tbi uu héa mat
hang san xubt d€ cé loi nhudn tbi da. Ho s3n xudt cbc bia va ly
ruou sdm banh. Loi nhudn ctia mét hdp cbe bia 13 $25 trong khi loi
nhudn ctia mét hép ly ruou s&m banh la $20. D& s3n xuit mdi hép
cbc bia can 20 pounds hat nhua, trong khi mét hop ly rugu sdm
banh can 12 pounds hat nhua. Ngudn cung hat nhua hang ngay tbi
da 13 1800 pounds. M3y c6 thé s3n xudt 15 hdp s3n pham mdi gio
va té?ng thoi gian 1am viéc m&i ngay 13 8 tiéng.

Ta cé 2 bién

hop coc bia san xuat mdi ngay

O»

S
S

B
C

op
6 hdp ly s3m banh san xuit mdi ngay.



Ham muc tiéu

Mét cong ty gia dinh san xudt cbc nhua mudn tbi uu héa mat
hang san xuit dé cé loi nhudn tbi da. Ho sdn xut cbc bia va ly
rugu s&m banh. Loi nhudn cua mét hép cbe bia 13 $25 trong khi lgi
nhudn ctia mét hép ly ruou sdm banh 1a $20. D& san xudt méi hép
cbc bia can 20 pounds hat nhua, trong khi mét hop ly rugu sdm
banh can 12 pounds hat nhua. Ngudn cung hat nhua hang ngay tbi
da 13 1800 pounds. M3y cé thé s3n xuit 15 hép sdn phdm médi gid
va t67ng thoi gian 1am viéc m&i ngay 13 8 tiéng.



Ham muc tiéu

Mét cong ty gia dinh san xudt cbc nhua mudn tbi uu héa mat
hang san xuit dé cé loi nhudn tbi da. Ho sdn xut cbc bia va ly
rugu s&m banh. Loi nhudn cua mét hép cbe bia 13 $25 trong khi lgi
nhudn ctia mét hép ly ruou sdm banh 1a $20. D& san xudt méi hép
cbc bia can 20 pounds hat nhua, trong khi mét hop ly rugu sdm
banh can 12 pounds hat nhua. Ngudn cung hat nhua hang ngay tbi
da 13 1800 pounds. M3y cé thé s3n xuit 15 hép sdn phdm médi gid
va t67ng thoi gian 1am viéc m&i ngay 13 8 tiéng.

Téi da héa Igi nhuan.

Lgi nhudn = 25B + 20C



Diéu kién rang budc hién

Mét cong ty gia dinh san xudt cbc nhua mudn tbi uu héa mat
hang san xudt d& c6 loi nhudn tbi da. Ho s3n xudt cbc bia va ly
rugu sam banh. Loi nhudn ctia mét hdp cbe bia I3 $25 trong khi loi
nhudn ciia mét hdp ly ruou sdm banh 13 $20. D& s3n xuit méi hép
cbc bia can 20 pounds hat nhua, trong khi mét hop ly ruou s&m
banh can 12 pounds hat nhua. Ngudn cung hat nhua hang ngay tbi
da 13 1800 pounds. M3y c6 thé s3n xudt 15 hdp s3n pham mdi gio

va t67ng thoi gian 13m viéc m&i ngay 13 8 tiéng.



Diéu kién rang budc hién

Mét cong ty gia dinh san xudt cbc nhua mudn tbi uu héa mat
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va t67ng thoi gian 13m viéc m&i ngay 13 8 tiéng.

Ngudn cung hat nhya: 208 + 12C < 1800



Diéu kién rang budc hién

Mét cong ty gia dinh san xudt cbc nhua mudn tbi uu héa mat
hang san xudt d& c6 loi nhudn tbi da. Ho s3n xudt cbc bia va ly
rugu sam banh. Loi nhudn ctia mét hdp cbe bia I3 $25 trong khi loi
nhudn ciia mét hdp ly ruou sdm banh 13 $20. D& s3n xuit méi hép
cbc bia can 20 pounds hat nhua, trong khi mét hop ly ruou s&m
banh can 12 pounds hat nhua. Ngudn cung hat nhua hang ngay tbi
da 13 1800 pounds. M3y c6 thé s3n xudt 15 hdp s3n pham mdi gio

va t67ng thoi gian 13m viéc m&i ngay 13 8 tiéng.
Ngudn cung hat nhya: 208 + 12C < 1800

Thai gian lam viéc: B/15+ C/15 < 8



Diéu kién rang budc an

M6t cong ty gia dinh san xudt cbc nhua mudn tbi uu héa mat
hang san xudt d€ cé loi nhudn téi da. Ho sn xuat cbc bia va ly
rugu sam banh. Loi nhudn ctia mét hdp cbe bia Ia $25 trong khi loi
nhudn ciia mét hdp ly ruou sdm banh 13 $20. D& s3n xuit méi hép
cbc bia can 20 pounds hat nhua, trong khi mét hop ly ruou s&m
banh can 12 pounds hat nhua. Ngudn cung hat nhua hang ngay tbi
da 13 1800 pounds. Mdy c6 thé s3n xudt 15 hdp s3n pham mdi gio

va t67ng thoi gian 13m viéc m&i ngay 13 8 tiéng.



Diéu kién rang budc an

M6t cong ty gia dinh san xudt cbc nhua mudn tbi uu héa mat
hang san xudt d€ cé loi nhudn téi da. Ho sn xuat cbc bia va ly
rugu sam banh. Loi nhudn ctia mét hdp cbe bia Ia $25 trong khi loi
nhudn ciia mét hdp ly ruou sdm banh 13 $20. D& s3n xuit méi hép
cbc bia can 20 pounds hat nhua, trong khi mét hop ly ruou s&m
banh can 12 pounds hat nhua. Ngudn cung hat nhua hang ngay tbi
da 13 1800 pounds. Mdy c6 thé s3n xudt 15 hdp s3n pham mdi gio

va t67ng thoi gian 13m viéc m&i ngay 13 8 tiéng.

Céc bién quyét dinh khéng am: B>0,C > C



M6 hinh LP cta bai toan xudng san xuit cbc nhua

maximize 25B + 20C

subject to 20B + 12C

IN

1800
1 1
iB + Lc < 8

B,C >0



Giai bai toan LP 2 bién bang hinh
hoc




Giai bai toan LP 2 bién bing hinh hoc

Xét mé hinh LP cia bai todn xudng san xut cbc nhua
maximize 25B + 20C

subject to 20B + 12C

IN

1800
1 1
B + C < 8

B,C > 0.



Giai bai toan LP 2 bién bing hinh hoc
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Giai bai toan LP 2 bién bing hinh hoc

Budc 1: V& cic diu kién rang budc va xac dinh mién chip nhan
duoc.

Budc 2: V& vecto phap tuyén clia ham muc tiéu.

Budc 3: D3t thudc ké vudng géc va di chuyén theo hudng vecto
phap tuyén trong trudng hop ti da héa (hodc ngugc chiéu trong
trudng hop tbi thiéu héa) dén diém cudi cling ma thudc ké con ct
mién chép nhan dugc.

Buédc 4: Tap diém cit giita thudc ké vd mién chip nhat duoc 13
tdp nghiém tbi uu.



Thuat toan giai bai toan LP




Cac loai thuat toan

» Thujt toan don hinh (simplex algorithm) va cac bién thé
» Thuat toén ellipsoid (ellipsoid method)

» Thuat toadn diém trong (interior point method)

ThuAt todn dau tién cé dd phiic tap tinh todn mii. Hai thut todn

con lai 6 do phic tap tinh todn da thdc (polynomial time).



Mot vai phan mém

Thuong mai

» Cplex
» Gurobi

» Xpress
Cac phan mém mién phi
» Clp (Coin-OR)

» Google-Glop
» Scip/Soplex



Su’ cai tién cha thuat toan LP

N3m 2003, GS. Bob Bixby so sanh téc db tinh todn clia cic phién
ban phan mém CPLEX gidi mét bai todn cé 1,584,000 bién va
401,640 diéu kién trén méy tinh P4 2.0GHz
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401,640 diéu kién trén méy tinh P4 2.0GHz

» CPLEX 1.0 (1988) 29.8 ngay

» CPLEX 5.0 (1997) 1.5 gid

» CPLEX 8.0 (2002) 86.7 giay



Su’ cai tién cha thuat toan LP

N3m 2003, GS. Bob Bixby so sanh téc db tinh todn clia cic phién
ban phan mém CPLEX gidi mét bai todn cé 1,584,000 bién va
401,640 diéu kién trén méy tinh P4 2.0GHz

» CPLEX 1.0 (1988) 29.8 ngay

» CPLEX 5.0 (1997) 1.5 gid

» CPLEX 8.0 (2002) 86.7 giay

» CPLEX 2003 59.1 gidy

Ting téc 43500x



Su cai tién cha thuat toan LP: 1988-2002

» Ting tbc cha thuat toan (trung binh) 3300x
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Su cai tién cha thuat toan LP: 1988-2002

» Ting tbc cha thuat toan (trung binh) 3300x
» Ting tbc clia may tinh 1600x
» Két hop 5,280,000x

Diéu d6 c6 nghia I3 vao nim 1988 (st dung phan mém va may tinh
n3m 1988) cin 2 thang dé giai thi d&n nam 2002 chi cn 1 gidy.



Dang chinh tic




LP dang chinh tac (standard form)

Bai to4n quy hoach tuyén tinh & dang sau ducc goi |3 dang chinh
tac

max ¢ X 13 bai toan ti da héa

st. Ax= chi c6 diéu kién ding thic

x>0 va cac bién déu khong dm.



LP dang chinh tac (standard form)

Bai to4n quy hoach tuyén tinh & dang sau duoc goi 1a dang chinh

tic
max c'x 13 bai toan ti da héa
st. Ax= chi c6 diéu kién ding thic
x>0 va cac bién déu khéng am.

Ta quan tam dén dang chinh tic vi thu4t toan don hinh s& hoc 4p
dung cho bai todn quy hoach tuyén tinh & dang nay.



Moi bai toan LP cé thé chuyén vé dang chinh tic

> min — max:



Moi bai toan LP cé thé chuyén vé dang chinh tic

» min — max: D& chuyén mot bai toi thiéu héa vé toi da hda ta
chi can nhan ham muc tiéu véi —1.



Moi bai toan LP cé thé chuyén vé dang chinh tic

> min — max: D& chuyén mét bai ti thiéu héa vé téi da héa ta
chi cAn nhan ham muc tiéu véi —1.

» bit ding thic — ding thic: Néu LP cé bt ding thic &
dang

ajix1 + aipxo + - -+ + ainxn < by,



Moi bai toan LP cé thé chuyén vé dang chinh tic

> min — max: D& chuyén mét bai ti thiéu héa vé téi da héa ta
chi cAn nhan ham muc tiéu véi —1.
» bit ding thic — ding thic: Néu LP cé bt ding thic &

dang
aj1x1 + ajpxo + -+ + ainxp < by,
thi ta c6 thé bién né thanh ding thic bing cich tao mét bién

bii s; > 0 va bién d8i rang budc trén thanh

anxy + apxo + -+ + ainxnp + s; = b;.



Moi bai toan LP cé thé chuyén vé dang chinh tic

> min — max: D& chuyén mét bai ti thiéu héa vé téi da héa ta
chi cAn nhan ham muc tiéu véi —1.
» bit ding thic — ding thic: Néu LP cé bt ding thic &

dang
aji1x1 + aipXo + - -+ + ajnXp < by,

thi ta c6 thé bién né thanh ding thic bing cich tao mét bién
bii s; > 0 va bién d8i rang budc trén thanh

ajix1 + aipxo + -+ - + ainxn + 5; = by
Néu LP c6 bt ding thiic & dang

ainx1 + ajpxo + -+ - + ainxn > by,



Moi bai toan LP cé thé chuyén vé dang chinh tic

> min — max: D& chuyén mét bai ti thiéu héa vé téi da héa ta
chi cAn nhan ham muc tiéu véi —1.
» bit ding thic — ding thic: Néu LP cé bt ding thic &

dang
ajxy + apXxo + -+ + ainxp < bj,
thi ta c6 thé bién né thanh ding thic bing cich tao mét bién
bii s; > 0 va bién d8i rang budc trén thanh
anxy + apxo + -+ + ainxnp + s; = b;.
Néu LP c6 bt ding thiic & dang
ajixy + ajppXo + -+ + ajinXp > bj,

thi ta c6 thé bién né thanh déng thirc bing cach tao mét
bién bu s; > 0 va bién d8i rang budc trén thanh

aj1x1 + aj2Xp + -+ + AjinXp — S; = bj.



Moi bai toan LP cé thé chuyén vé dang chinh tic

> Bién c6 can dudi khdc 0, x; > I;: C6 thé d&i bién x! = x; — I;

v6i bién khong am x! > 0.




Moi bai toan LP cé thé chuyén vé dang chinh tic

> Bién c6 can dudi khdc 0, x; > I;: C6 thé d&i bién x! = x; — I;

v6i bién khong am x! > 0.

A A A LR 4R LA .
» Bién c6 cin trén, x; < u;j: C6 thé doi bién x] = u; — x; V6i

bién khdng am x/ > 0.



Moi bai toan LP cé thé chuyén vé dang chinh tic

> Bién c6 can dudi khic 0, x; > I;: C6 thé d8i bién x! = x; — I;
v6i bién khong am x! > 0.

A A A LR 4R LA .
» Bién c6 cin trén, x; < u;j: C6 thé doi bién x] = u; — x; V6i

bién khdng am x/ > 0.

» Bién thudc doan, I; < x; < u;: C6 thé d6i bién x! = x; — I; véi
bién khdng am x! > 0 va viét diéu kién x; < u; thanh
x! < uj — I;. B4t déng thiic ndy duoc thém bién bl khéng am
dé tré thanh ding thdc.



Moi bai toan LP cé thé chuyén vé dang chinh tic

> Bién c6 can dudi khic 0, x; > I;: C6 thé d8i bién x! = x; — I;
v6i bién khong am x! > 0.

A A A LR 4R LA .
» Bién c6 cin trén, x; < u;j: C6 thé doi bién x] = u; — x; V6i

bién khdng am x/ > 0.

» Bién thudc doan, I; < x; < u;: C6 thé d6i bién x! = x; — I; véi
bién khdng am x! > 0 va viét diéu kién x; < u; thanh
x! < uj — I;. B4t déng thiic ndy duoc thém bién bl khéng am
dé tré thanh ding thdc.

Luu y: Ta hoan toan cé thé coi cac diéu kién can trén can dudi la
cac bt ding thiic va dua vé ding thic bing cich thém bién bu.
Tuy nhién nhu vay c6 thé ta s& can nhiéu bién (b)) hon.



Moi bai toan LP cé thé chuyén vé dang chinh tic

» Bién tu do: D6i khi cic bién khéng cé can trén hay can dudi
(nhung vAn xult hién trong diéu kién véi cac bién khac). Khi
dé ta goi 13 bién tu do. D& dua v& dang chinh tic ta phai thay
thé bién tu do x; bing hai bién khdng am x;, x. qua cong

thic x; = Xi+ - X .



Dua vé dang chinh tic

Hay chuyé7n LP sau vé dang chinh tic

minimize 3x1 — X
subjectto —x3 + 6x2 — x3 + Xxa
X2 + Xz

X3 + X

x> -1, x3<5 —2<x <2

IN



Phai 13 bai toan tbi da héa

minimize 3x1 — X
subjectto —x31 + 6x2 — x3 + xa
x> + xz

X3 + Xa

X22_17 X3§57 _2§X4§2

Minimization — maximization

maximize — 3x1 + xo.

Y

IN



Chuyén cac bdt thanh ding thic

—x1+6x0 —x3+x4 >3

tré thanh
—x1+6x0 —x3+x3—51 =3

x3+x4 <2

tré thanh
X3+ x4+ 5 =2

véi cac bién bu s1, s > 0.



Bién thudc doan
Diéu kién —2 < xq < 2 s& duoc tach thanh xg > —2 va x4 < 2,
trong dé didu kién xs < 2 dudc chuyén thanh ding thiic
X4 + S3 = 2

véi bién bl s3 > 0.



Bién thudc doan

Diéu kién —2 < xq < 2 s& duoc tach thanh xg > —2 va x4 < 2,
trong dé didu kién xs < 2 dudc chuyén thanh ding thiic

X4—|—S322
véi bién b s3 > 0.
Két hop lai ta cé
max —3x1 + X
s.t. —x1 + 6xo — x3 + x4 — s

X2 + Xxu
X3 + X + S
X4 + s3

_1§X27 X3§5) _2§X4

s1,%2,53 > 0.

NN O W



DG&i bién
Bién x; tu do nén dugc thay thé bing
x1=y; —y; véiy >0,y; >0.
Xy ¢6 can dudi khac 0 (xo > —1) nén ta thay thé né bing
yo=x>0+1 hay xo=yw—1 Vvéi y»>0.
x3 bi chan trén (x3 < 5) nén dugc thay thé bing
y3=5—x3 hay x3=5—y3 Vvéi y3>0.
xa bi chadn dudi (-2 < x4) nén dugc thay bing

ya=x3+2 hay xg=ys—2 véi ys>0.



Doi bien

Thé x; = yl+ — Yy, vao

max —-3x1 + X

st. —x1 4+ 6xo — x3 4+ x4 — s
X + xz
X3 + Xa + S
X4

_]-SX27 X3§57 _2SX4

s1,52,53 > 0.

nhan ducc

53
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Doi bien

max —3y1+ +3y; X

s.t. —y1+ +y1 +6x0 —x3 +x4 —51
X2 +Xa
X3 +Xa +5
X4

_1§X27 X3§5) _2§X4

+ —
Y1 Y1 ,51,%,53 > 0.

Tiép tuc thé x; = y> — 1 nhin dugc



Doi bien

max —3y; +3y; 4y -1
st. —y;  4y; +b6y2 —x3 +xa —si
7y> +x4
X3 X4 +52
X4

x3 <5, —2<x

Jr —
Y1 Y1 ,Y2,81,%,53 > 0.

Tiép tuc thé x3 = 5 — y3 nhan dudc



Doi bien

max —3y1+ 3y;  +y2 -1
st. —y;  4y; 46y, +y3 +xa —s
Ty> +Xx4
—y3 +X4 +S
X4

—2§X4

Vi Y1, Y2, Y3, 51, 52,53 > 0.

Tiép tuc thé x4 = ya — 2 nhan dugc



Doi bien

max —3y1+
_y1+

s.t.

+3y;
+y1

4y, -1
+6y2 +y3 +ys —si
1y2 +Yya
—y3 +tya +5

ya

Yf_ayl_y}/2,}/3,y4,51,52,53 > 0.

+53



LP dang chinh tic

Bai toan trén tuong duong véi

max —3yf +3y;
st. =y 4y +6y2 +y3s ty
7y> +ya
—Y3 +Ya
Ya

+57

Vi Y12, Y3, Y4, 51,52, 53 > 0,

day chinh 13 dang chinh tic.



LP dang chuén tic

Bai todn quy hoach tuyén tinh & dang sau dudc goi 13 dang chuan

<

tac

max c'x 13 bai toan tbi da héa

st. Ax<b diéu kién <

x>0 va cac bién déu khong dm.
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